







提出年月 2016年 7月 1日
1
目 次
第 1章 導入 4
第 2章 くりこみ群とスケーリング則 6
2.1 くりこみ群 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6
2.2 スケーリング則 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8
2.2.1 相関関数のスケーリング則 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10
第 3章 テンソルくりこみ群 (TRG) 12
3.1 テンソルネットワーク表示 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12
3.1.1 ドメインウォールを用いたテンソルネットワーク表示 : : : : : 13
3.1.2 高温展開を用いたテンソルネットワーク表示 : : : : : : : : : : 14
3.2 テンソルの分解 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15
3.2.1 特異値分解 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16
3.3 自由度の縮約 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17
3.4 テンソルくりこみ群 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17
3.5 分配関数の計算 (ブルートフォース) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18
第 4章 テンソルくりこみ群を用いた相関関数の計算手法 19
4.1 不純物テンソル : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19
4.2 一点関数を求めるためのテンソルネットワークのくりこみ手順 : : : : 20
4.3 二点関数を求めるためのテンソルネットワークのくりこみ手順 : : : : 21
4.4 一点または二点関数の計算 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22
第 5章 数値計算結果 25
5.1 相関関数から相関長 と臨界指数 ,自発磁化mを取り出す方法 : : : 25
5.2 相関長 から臨界温度 Tcと臨界指数 を取り出す方法 : : : : : : : : 27
5.3 自発磁化mから臨界温度 Tcと臨界指数 を取り出す方法 : : : : : : : 27
5.4 相関長と自発磁化のスケーリング領域の議論 : : : : : : : : : : : : : : 28
第 6章 まとめと展望 33
付 録A テンソルネットワーク表示の発展 38
A.1 外部磁場ありの 2次元 Ising模型のテンソルネットワーク表示 : : : : 38
A.2 2次元XY模型のテンソルネットワーク表示 : : : : : : : : : : : : : : 38
2
A.2.1 外部磁場なしのXY模型のテンソルネットワーク表示 : : : : : 39
A.2.2 外部磁場ありのXY模型のテンソルネットワーク表示 : : : : : 39
A.2.3 外部磁場ありのXY模型の不純物テンソルを含むテンソルネッ
トワーク表示 (エネルギー計算) : : : : : : : : : : : : : : : : : 40
付 録B テンソルネットワークくりこみ (TNR)関連 43
B.1 テンソルネットワークくりこみ (TNR) : : : : : : : : : : : : : : : : : 43
B.1.1 テンソルネットワークくりこみ (TNR) : : : : : : : : : : : : : 43
B.1.2 テンソルB;Cの生成 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 44
B.1.3 テンソルB;Cの分解 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 44
B.1.4 自由度の縮約 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 44
B.1.5 テンソルB;Cの分解と自由度の縮約の改良 : : : : : : : : : : 45
B.2 TNRの最適化 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45
B.3 軸対称なテンソルネットワーク (P変換可能なテンソルネットワーク) 46
B.3.1 Ising模型 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47
B.3.2 XY模型 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47
付 録C 平均場理論による相関関数 50
C.1 Landau理論 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50
C.2 相関関数 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 52
付 録D 2次元 Ising模型の厳密解について 56
D.1 クラマース=ワニア双対性 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 56
D.1.1 クラマース=ワニア双対性の導出 : : : : : : : : : : : : : : : : 57
D.2 オンサーガー (Onsager)の解析 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59
D.2.1 2次元 Ising模型の厳密解の解法の説明と結果 : : : : : : : : : 59
D.2.2 1次元 Ising模型の厳密解の解法 : : : : : : : : : : : : : : : : : 60
D.3 2点相関関数 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 61
付 録E TRG とTNRの数値計算結果の比較 63
E.1 2次元 Ising模型の数値結果 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63
E.1.1 物理量の導出 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63
E.1.2 条件 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64
E.1.3 数値微分の誤差 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64
E.1.4 TRGとTNRの計算結果 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64
E.2 固定点テンソルの解析 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71
3
第1章 導入
テンソルくりこみ群 (TRG)とは 2007年に Levin氏とNave氏 [1]が三角格子上の
Ising模型で提案した数値くりこみ群の手法である 。その後、多くの研究者が 2次元
系の 4理論 [2]、Schwinger模型 [3, 4]、有限フェルミオン密度系 [5]などの数多くの
模型にTRGを適用させてきた。また、解析分野では青木氏ら [6]が 2次元正方格子
上の Ising模型で臨界温度と臨界指数  を高い精度で再現できる研究結果を報告し
た。しかし、この手法は 2次元系に限定された解析手法であり、新たに開発された
高次元系に適した粗視化方法 [7]を用いたTRGには適用できない。この新しいTRG
の手法は高次特異値分解 (higher order singular value decomposition)を用いるため、
高次テンソルくりこみ群 (HOTRG) と呼ばれる。この手法はすでに 3次元 Ising模
型に適用され、臨界温度を高い精度で再現できる研究結果が報告されている [8]。さ







を解決するためにTensor network renormalization (TNR)[12]と Loop optimization












































P / t (2.1)







































ここでの s1; s2は白丸と赤丸のスピンを表し、N は格子上に存在するスピンの数、
N 0; H 0は変換後の格子上に存在するスピンの数とハミルトニアンを表している。外
部磁場なしの Ising模型の場合、変換後のハミルトニアンH 0は次のように表される。














このハミルトニアンは次のように導出できる。まず、赤丸のスピン sa; sb; sc; sdと
白丸のスピン sxを用意し、赤丸のスピン和を取る左式と s2a = 1の対称性から次の
右式のように表せ、それぞれが等価であることがわかる。この連立方程式を解くと















A = 2 (cosh(4))1=8 (cosh(2))1=2 (2.9)
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変換後の格子間隔 a(1)は変換前 a(0) = 1から変換後 a(1) =
p
2に変化する。通常、
規格化し、格子間隔 a0(1) = a(1)=b = 1; b =
p
2と再定義する。n回くりこみを実行す











0) = ZN(H) (2.13)
ハミルトニアンは複雑な非線形変換Rを用いて、次のように表す。
H 0 = R(H) (2.14)
ここで固定点でのハミルトニアンHf と臨界点でのハミルトニアンHcについて説明
すると次のような関係が成り立っている。




次に、長さ r,波長 q,格子数N の変換は次のように表される。
r0 = b 1r ; q0 = bq ; N 0 = b dN (2.17)
また、体積あたりの自由度は次のように表せる。
ln(ZN 0(H
0)) = ln(ZN(H)) (2.18)
f(H 0) = ln(ZN 0(H 0))=N 0 (2.19)
f(H) = ln(ZN(H))=N (2.20)






H = u O ; H 0 = u0 O0 (2.22)
ここでの u; u0は相互作用に相当する無次元のパラメーターの組を表し、O;O0はス
ピン項 sasb    に相当するスピン変数の組を表している。スピン項に相当するOの
変換則は明らかであるため、uの変換則を整理していく。u; u0の変換は次のように
表される。
u0 = R(u) (2.23)
そして、臨界点近傍での変換を特に見るために、次のように固定点 uを用いて u; u0
を表せる。
u = u + u ; u0 = u + u0 ; u = R(u) (2.24)
次に近似的に式 (2.23)を次のように書き換える。
u + u0 = R(u) + u (2.25)
= u + T (u)u+O(u2) (2.26)
u0 ' T (u)u (2.27)
ここでの T は線形変換を表している。この線形変換 T の固有値 と固有ベクトルが
臨界現象の振る舞いを決定する重要なパラメーターであると考えて、u; u0は T の
固有ベクトルの組 iで展開すると次のように表せる。








ここでの g0i = byigi; i = byiの関係があり、giはスケーリング場と呼ばれ、固定点付
近のパラメーター空間 uの特徴を決定づける量である。このようにくりこみ群によ







f(t; h) = b df(bytt; byhh) (2.29)
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ここで、臨界点からのずれ tと外部磁場 hはスケーリング場 giに対応しており、t; h
以外のスケーリング場は有意でない変数として無視している。この変換を n回くり
かえすと次のように表すことができる。
f(t; h) = b ndf(bnytt; bnyhh) (2.30)
ここで、bnytt = 1になるような nを選ぶと次のように変換することができる。




数と yt; yhの関係が見ることができる。まず、外部磁場なしの比熱 Cは次のように
計算され、臨界指数  = d=yt   2が得られる。
C(t; 0) / @
2
@t2
f(t; 0) / td=yt 2 = t (2.32)
次に、磁化mは次のように計算され、臨界指数  = (d  yh)=ytが得られる。
m(t; 0) / @
@h
f(t; h)jh=0 / t(d yh)=yt = t (2.33)
さらに、帯磁率 は次のように計算され、臨界指数  = (d  2yh)=ytが得られる。
(t; 0) / @
2
@h2
f(t; h)jh=0 / t(d 2yh)=yt = t (2.34)
臨界点直上 t = 0の臨界指数 を得るために、bnyhh = 1と置き、bnytt = 1の時と同
様に計算すると、臨界指数  = d=yh   1が得られる。
m(0; h) / @
@h
f(0; h) = b n(d yh)B0(bnyhh) / hd=yh 1 = h (2.35)
この 4つの臨界指数は二つの変数より求めたため、次のような関係式にまとめるこ
とができる。この関係式をスケーリング関係式という。
 + 2 +  = 2 ;  = (   1) (2.36)
2.2.1 相関関数のスケーリング則
これまで自由エネルギーから臨界指数 ; ; ; を yt; yhで表した。今度は相関関
数Gsの臨界指数 ; を yt; yhで表す。
まず、スピン変数 sの変換則を 1回のくりこみ変換を実行した式 (2.29)から次の
ように表せる。
m(bytt) = bd yhm(t) (2.37)
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磁化m = hsiより、相関関数Gs(r) = hsrs0i   hsi2の変換則は次のように表せる。
G(b 1r; bytt) = b2(d yh)G(r; t) (2.38)
上式を用いて、くりこみ変換を n回実行し、bnyt = 1とすると次のように表せる。
G(r; t) = t2(d yh)=ytB(2)(rt1=yt) ; T 6= Tc (2.39)
ここでのB(2)は rt1=ytに依存する関数である。r >> tでは、相関関数Gs(r)は e r=
のように指数減衰することが知られている。また、相関長  = t であると考える
時、式 (2.39)と比較すると r= = rt と rt1=yt はそれぞれ t ; t1=yt の定数倍であり、
B(2)(x)と exp( x)が同じ関数形であるためには  = 1=ytである必要がある。
次に臨界点直上 t = 0では、相関関数Gs(r)は r d+2 で減衰することが知られて
いる。式 (2.38)を用いて、くりこみ変換を n回実行し、b nr = 1とすると、次のよ
うに表せる。
G(r; 0) = b 2n(d yh)G(b nr; 0) (2.40)
G(r; 0) = r 2(d yh)G(1; 0) (2.41)
G(r; 0) / r 2(d yh) (2.42)
よって、 = d  2yh + 2となる。
以上の相関関数から得た臨界指数 ; より、次のような関係式が得られる。この
関係式をハイパー・スケーリングという。
 = 2  d (2.43)
 = (d  2 + )=2 (2.44)
 = (2  ) (2.45)
 =
d+ 2  








































の過程: 図 3.1-1はスピン変数を持つ格子を表している。図 3.1-2では Spin自由度
を持つ全格子を 45°回転させている。図 3.1-3はスピン変数 sa; sb; sc; sdとテンソル






ンソルネットワーク表示 [15]である。pは座標点であるが a  b  c  dのサークル


























T psasbscsd = e
(sasb+sbsc+scsd+sdsa) (3.7)
テンソル T psasbscsdの添字である saを新しい自由度を持つ添字 iと再定義し、新し
いテンソルApijklを再定義する。なお、T psasbscsd の a; b; c; dは座標点であるが、A
p
ijkl
の i; j; k; lは座標点ではなく、値 0; 1を持つ新しい自由度である。
















A0000 A0010 A0100 A0110
A0001 A0101 A0011 A0111
A1000 A1100 A1010 A1110
A1001 A1011 A1101 A1111
1CCCA =
0BBB@
e4 1 1 1
1 e 4 1 1
1 1 e 4 1









































































1A    (3.16)
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A0000 A0010 A0100 A0110
A0001 A0101 A0011 A0111
A1000 A1100 A1010 A1110
A1001 A1011 A1101 A1111
1CCCA =
0BBB@
1 0 0 tanh()
0 tanh() tanh() 0
0 tanh() tanh() 0





























































V yknVnp = VknV
y
np = kp (3.28)
U yknUnp = UknU
y
np = kp (3.29)
ここでのU; V はユニタリー行列であり、行列は対角成分以外はゼロであり、対角
成分は左上から右下に進むほど値が小さくなる行列である。そして、次の条件を満
たす場合に行列 は行列M の特異値であり、その時のベクトル Umk1 ; Vmk2 はそれ
ぞれ特異値の左特異ベクトル、右特異ベクトルと言われる。
MmnVnp = pUmp (3.30)








MmnVnp = Umkkkp (3.34)











U ypmMmn = pkkV
y
kn (3.38)








M ymnUnp = pVmp (3.41)
の左、右特異ベクトルは次のように表される。
Um1; Um2; Um3;    (3.42)
Vm1; Vm2; Vm3;    (3.43)
3.3 自由度の縮約
図 (3.2)-b、図 (3.3)-4to5で図示されている総和は 4つのテンソル Sを 1つのテン
ソルAにまとめている。下記の式は図 (3.2)-bで表しているように 4つのテンソル S
が持つ古い bondを表している添字 a; b; c; dをすべて総和し、残りの新しい bondを















テンソルの分解 (図 3.2-aを参照)を行い、自由度の次元を下げる新しい bondを生
成し、格子点の数を 2倍にしている。図 3.3-3は自由度の縮約を行い、古い bondを
17
すべて総和し、4点を 1点としている (図 3.2-bを参照)。ここで 1回のTRGのくり
こみを実行した時の結果になるが、このままでは境界条件が元の格子点と異なるた
め、もう一度 TRGのくりこみを行う。図 3.3-4は図 3.3-2と同様に全格子点でテン

















































































































































































を 1回のくりこみとする。図 (4.1)-1-5では不純物テンソル Aの影響を受けた 3点の
不純物テンソル A11; A12; A13が存在する新しいテンソルネットワークが生成されてい
る。最終的に、この手順を再び行うと図 (4.1)-3-1になり、不純物テンソル Aの影響



































5では不純物テンソル Aの影響を受けた 6点の不純物テンソルA001; A002; A003; A004; A005; A006
が存在する新しいテンソルネットワークが生成されている。最後に、図 (4.2)-2-1に
戻り、くりこみをくり返すことで十分な大きな体積での二点関数を求めることがで


























hsai; hsasbi = Z1; Z2
Z
(4.13)











法を用い、Dcut = f24; 32gで数値計算した結果を示し、考察する。まず、フィッ
ト関数を用い、相関関数から相関長と臨界指数 、自発磁化を取り出す。この時、
Dcut = f24; 32gから得た相関関数の差を誤差として、フィットの信頼性を高めるた
めとフィット領域の決定のために導入した。つぎに取り出した相関長と自発磁化から
臨界温度と臨界指数 ; をフィット関数を用いることで取り出した。この時、フィッ










今回は外部磁場 hを h = 0とし、体積 V = 221  221の 2次元 Ising模型の数値計
算を行う。まず、臨界温度付近のスピン変数の相関関数Gs(r)を次のように表すこ
とができる。
Gs(r)  hs(r)s(0)iconnected (5.1)




e r=; r !1 (5.3)
ここで、A;Eはフィットパラメーターである。一方、本論文では次の二点関数を用
いて、解析を行う。




e r=; r !1 (5.5)
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各温度でフィットを行い、C;E;A; の値を決定することができる。臨界温度直上で





























図 5.1: 相関関数とフィット関数の結果:青線は低温相 (T < Tc)の 2点関数であり、常
に自発磁化の 2乗に相当する切片が存在する。緑線は臨界点近傍 T ' Tcの相関関
数であり、他の低温相や高温相の 2点関数に比べると相関が距離 rに対して、減少
の速度が遅くなっている。これは離れたスピン同士が相関しているということであ
り、臨界点直上 (T = Tc)で相関長が発散するという物理に矛盾していない。赤線は
高温相 (T > Tc)の 2点関数であり、なめらかに相関が減少している。
















るフィット関数の誤差はDcut = f24; 32gからそれぞれ得た相関関数の値の差を誤差
として、次のように定義した。
G(r) = G(r)Dcut=32  G(r)Dcut=24 (5.6)
5.2 相関長から臨界温度Tcと臨界指数を取り出す方法
臨界温度 Tc付近での相関長 のフィット関数を次のように表すことができる。
(T )  BjT   Tcj  (5.7)
前節で求めた相関長からこのフィット関数で臨界指数 と臨界温度Tcを求める。1 そ
















 1 = B0jT   Tcj (5.8)
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発磁化mの関係性がわかる。
Gs(r) = hs(r)s(0)i   hs(r)ihs(0)i = A
rD 2+
e r= (5.10)
G(r) = hs(r)s(0)i (5.11)








ここでのmは自発磁化であり、m = hs(0)i = hs(r)iである。式 (5.5)と式 (5.14)を
比べると明らかにフィットパラメーターCが自発磁化mと一致する。
このフィットパラメーター C を自発磁化mとみなし、臨界温度 Tcと臨界指数 
を以下を求める。
臨界温度 Tc付近での自発磁化mのフィット関数を次のように表すことができる。
C = m(T ) = DjT   Tcj (T < Tc) (5.15)
臨界指数 は 2次元 Ising模型では  = 0:25である。1節で求めたフィットパラメー
ターCからフィット関数で臨界温度 Tcと臨界指数 を求める。2 そのフィットで得
た臨界温度 Tcと臨界指数 を表 (5.1)に示す。その時、用いたフィット領域を相関
長同様に 4節で説明する。
高温相 (T > Tc)における相関長と低温相 (T < Tc)における自発磁化をそれぞれ
の関数形を用いて、フィットで臨界温度 Tcと臨界指数 ; を求め、表 (5.1)で示し
た。その結果、高温相における相関長と低温相における自発磁化から得た臨界温度
Tcと臨界指数 ; は厳密値に誤差の範囲内で一致し、信頼の高い値をそれぞれ得た











exp は  の期待値である。
m1=exp = A0jT   Tcje (5.16)
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Tc  
厳密値 2:269185    0:125 1
(T > Tc) 2:26918(10) { 0:983(30)
m(T < Tc) 2:26914(19) 0:1191(63) {
表 5.1: 2次元 Ising模型の厳密値、TRGの相関関数からの臨界指数
今回、相関長 の適したフィット領域を決定するためにDcut = f24; 32gから得たそ
れぞれの相関関数の差を指標として考え、適した領域を推測した。具体的には先に説
明した誤差をDcut = 32の相関関数G(r)で除した相対誤差g(r) = G(r)=G(r)Dcut=32
が g < 0:15であり、距離 r = 2nがn < 10を満たす領域をフィット領域と決めた。そ
の結果、フィット領域は [2:2701 : 2:7800]が妥当であると判断した。さらに図 (5.2)の
ようにフィット領域の範囲を変化させて、臨界温度Tcと臨界指数を確認したところ、




の場合に誤差 M を M = mDcut=32   mDcut=24 とし、その温度変化を図 (5.3)に
示した。図 (5.3)より、Dcut = f24; 32gから求めたそれぞれの自発磁化の値が温度
T = 2:2660まで機械的に減少していることがわかり、これは温度 T = 2:2660より
大きい温度の領域はDcut依存性が強いことを意味している。そのため、自発磁化m



























図 5.2: 相関長からの温度レンジ別の臨界温度 Tcと臨界指数 : 各温度ごとに相関長










































図 5.3: 自発磁化からの温度レンジ別の臨界温度 Tc と臨界指数  と Dcut = 32と
Dcut = 24の相関関数から得た自発磁化の相対誤差: 上二段の図の二つは各温度ごと
に相関長を温度レンジ [2:2645 : x]を変え、プロットした。しかし、これらの図から



































図 5.4: 相関長と自発磁化と臨界指数 の温度変化: 一段目は温度別に数値結果から
得たmから変換したm8、それをフィットしたフィット関数 (青線)をプロットした。
温度レンジ [2.2645:2.2660]とフィット関数を用いて、フィットを実行した。二段目は
温度別に数値結果から得た から変換した  1、それをフィットしたフィット関数 (赤
線)をプロットした。三段目は温度別に数値結果から得たRをプロットした。黄色
線は厳密解の臨界温度 Tc = 2= ln(1 +
p
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Sn = 1! n = f0; 1g ; (A.8)













































































































































































































































































































(E+ + E ) (A.35)
ここでのEを次のように定義する。















































































































































































































を満たすテンソルである。また、M r;M lは行列である。アイソメトリー!; vは添字












































明したテンソル Sに相当する役割を持ち、その添字である i; jが次元を落す働きを








































































とめている。下記の式は 4つのテンソル SBR ; SBL ; SCU ;SCD が持つ古い bondを表し
44





















ルS2; S4を生成し、テンソルAの特異値Aの平方根を乗除し、テンソルS 02; S 04を
生成する。次にテンソル C にテンソル Aの特異値 の平方根を乗除し、テンソル
C 0を生成する。そのテンソルC 0を特異値分解し、テンソル S 01; S 03を生成する。そ


















































































 = jjA Bjj2 (B.26)
= Trf(A B)(A B)yg (B.27)
= Tr(AAy +BBy  BAy   ABy) (B.28)
= TrAAy + trBBy   trBAy   trABy (B.29)
= TrAAy   trBBy (B.30)
TrBBy = trBAy = trABy (B.31)
A = U1V y ; B = UDcutV y (B.32)
= Tr(U1V y)(U1V y)y   Tr(UDcutV y)(UDcutV y)y (B.33)
= Tr12   trDcut2 (B.34)
= 1Dcut 1
2 + 1Dcut 2
2 +   + 112 (B.35)
図で示した各テンソルBu; B!; Bvを特異値分解することでアイソメトリー!; vとディ
スエンタングラー uを最適化する。Eは図で示された各ターゲットを除いた部分の
テンソルである。
Bu = uEu ; B! = !E! ; Bv = vEv (B.36)
Eu = !vAA (B.37)
E! = uvAA (B.38)














if unew = V U
y (B.42)



































































































































m = 0のまわりは偶数べきで展開できる。この展開を Landau展開という。
f = f0 + am
2 + bm4 +O(m6) (C.1)
a; b; f0は定数である。しかし、温度依存性を持つ。また、6次以上の高次の項を無
視する。自由度エネルギー f の最小値の時に熱平衡状態が実現する。そのためには




a = 0を境にして自由エネルギー f(m)の最小値を取る磁化 mの場所がゼロか
らノンゼロに変化するので、a = 0が臨界点 T = Tcに相当する。そのため、a =
k(T   Tc)=Tc = kt; t = (T   Tc)=Tcとする。つまり、a < 0は低温、a > 0は高温に
相当する。
では、この Landau理論を用いて、臨界指数 ; ; ; を求める。まずは、臨界指


































次に、臨界指数 を求めるために、自由エネルギー f の最小値を温度で二階微分
して比熱Cを求める必要がある。そこで臨界温度の時 (m0 = k(T   Tc)=Tc)の自由
エネルギー f は次のように求まる。



















= 2am+ 4bm3   hm = 0 (C.10)
h / m=3 (T = Tc) (C.11)
T = Tcの時に a = 0である。これにより、臨界指数  = 3である。






















































dram(r)2 + b(rm(r))2) (C.16)
ここでの aは a = ktであり、b > 0である。また、(rm(r))2の項は強磁性的相互作






































G(r) = hm(r)m(0)i = 1
(2)d
Z
dqh ~m(q) ~m( q)eiq _ri (C.24)
磁化m(r)は実数であるので、 ~m( q) = ~m(q)である。よって、
h ~m(q) ~m( q)eiq _ri = hj ~m(q)j2i  ~G(q) (C.25)
















































































































































































































また、臨界温度直上 t = 0では、式 (C.29)での qを 1=rとするし、積分すると次
のように相関関数を求めることができる。



































スピン si = 1、J1; J2はそれぞれの最近接の結合定数である。この時、クラマース
=ワニア双対性は次のように表される。
sinh(2J1) sinh(2J2) = 1 (D.3)
 = 1=T は温度 T の逆数である。
56
ここで「相転移はある一点の温度のみに起こる」と仮定し、臨界温度 c = J1 =
J2とする。
sinh(2c) = 1 (D.4)
Tc = 1=c = 2= ln(
p
2 + 1) (D.5)














スピン si = 1である。
































s2;4;6; = 2 (D.12)
この上記の結果を考えると次のような分配関数を得ることができる。






























































Z1(; J2) = (sinh(2J1))
V Z2(; J2) (D.20)





















sinh(2J1) = 1= sinh(2J2) (D.22)
そして、2次元 Ising模型の相転移はある一つの温度のみに起こると考えると次の
ように臨界温度 Tc = 1=cを得ることができる。
1 = sinh(2c) sinh(2c) (D.23)
Tc = c = 2= ln(
p
2 + 1) (D.24)
c = J1 = J2である。
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D.2 オンサーガー (Onsager)の解析
ラース・オンサーガー (Lars Onsager)氏は 1944年に初めて 2次元 Ising模型の厳密
解 [21]を発見した。その後、Kaufma氏やNambu氏、Kac氏,Ward氏,Potts氏,Schultz




















































V (i; i+1) (D.30)
= TrV (i; i+1)
V (D.31)
V は体積である。^は右ベクトル、^は上ベクトルである。行列 V と U1,U2は次の
ように定義する。







U1(i) = sisi+^ (D.33)
U2(i; i+1) = sisi+^ (D.34)
U1は層内のエネルギーを表し、U2は層間のエネルギーを表している。行列 V は次
のように考えると、2N  2N 行列と見ることができる。
V (i; i) = hijV jji = Vij (D.35)
59
i; j = 1; 2;    ; N である。この行列 V を固有値分解することで次のような分配関数
を得られる。

















cosh2(2)  sinh(2)(cos(!) + cos(!0))























スピン si = 1である。
行列 V を次のように定義する。
hsijV jsji = esisj  Vsisj (D.43)












V = 2 sinh1=2(2)e
0x (D.46)
tanh(0) = e2; tanh() = e2
0























固有値 + >  より、V !1の場合、次のような分配関数が得られる。
Z = N+ (D.50)
行列 V の固有値 +; の値は次のような結果である。
+ = e
 + e  = 2 cosh() (D.51)
  = e   e  (D.52)
以上より、1次元 Ising模型の分配関数Zと自由エネルギーFは次のように得られる。
Z = (2 cosh())V (D.53)






Sr = hs(0;0)s(r;r)i (D.55)






T < Tc; Sr '





















' hs(0;0)s(r;0)i+ C (D.59)
A;C;Eはフリーパラメーターとする。
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SiSj ; Sn = 1 (E.2)
次に、自由エネルギーF (free energy)、内部エネルギーE(energy)、比熱H(specic
heat)を次のように定義する。は温度 T の逆数である。









































 新しく生成される bondの自由度の上限Dcut = 16




























= E0   T 2 d
dT
(T ) (E.15)
仮に、ある温度 T0; T1の差 dT = T1   T0であるとし、誤差 と温度差 dT の値をそ










) = O(10 2) (E.16)
続いて、2階微分する比熱の誤差も同様に考えると誤差のオーダーはO(1)になる。




























































図 E.1: TRGの物理量結果 (logscale Partition function, Free energy):格子サイズ




















































図 E.2: TRG の物理量結果 (Energy, Specic heat):格子サイズ L(L =






















































図 E.3: TNRの物理量結果 (logscale Partition function, Free energy, Energy, Specic




















































図 E.4: TNRの物理量結果 (logscale Partition function, Free energy,Energy, Specic

































































































































































































































図 E.6: TRG,TNR の物理量結果 (Specic heat):格子サイズ L(L =







































































































































図 E.9: TRG,TNRを用いたDcut = 16での格子サイズ Lごとの Xの変化,TRGで
は温度 (T = 2:270(赤線); 2:271(緑線)), TNRでは温度 (T = 2:2699(赤線); 2:700(緑
線)):格子サイズLが小さいときは同一の値を取る。しかし、格子サイズLが大きく
なるに従い、それぞれの温度の影響が現れ、異なる値に収束していくことがわかる。
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